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Сформульовано достатні умови на початкові розподіли, за 
яких відповідні класичні розв’язки вироджених параболічних 
рівнянь типу Колмогорова із  ,p h  -параболічною частиною, 
мають стосовно просторової змінної властивості, які є типо-
вими для елементів просторів S чи типу S Л. Шварца, І. М. Ге-
льфанда і Г. Є. Шилова.  
Ключові слова: вироджені параболічні рівняння Колмого-
рова,  ,p h  -параболічність, задача Коші, узагальнені функції.  
Вступ. При математичному моделюванні броунівського руху фі-
зичної системи, А. М. Колмогоров у 1934 р. прийшов до рівняння 
дифузії з інерцією, яке є ультрапараболічним рівнянням. Воно є про-
тотипом цілої сім’ї еволюційних рівнянь, які виникають у теорії ди-
фузійних процесів з інерцією, кінетичній теорії газу, при вивченні 
руху матеріальних частинок у силовому полі, при дослідженні мате-
матичних моделей опціонів тощо. 
Поява цього рівняння послужила поштовхом до зародження тео-
рії ультрапараболічних рівнянь вищих порядків, у становленні якої 
взяло участь багато як вітчизняних, так і зарубіжних математиків. 
Цей розвиток відбувався в основному шляхом означення нових та 
подальших розширень уже відомих класів вироджених параболічних 
рівнянь такого типу, побудови й дослідження фундаментального 
розв’язку задачі Коші (ФРЗК) та його можливих застосувань, корект-
ної розв’язності задачі Коші у різних функціональних просторах та 
вивчення властивостей розв’язків. При цьому, розглядалися лише 
скалярні рівняння з параболічністю Г. І. Петровського або С. Д. Ейде-
льмана (див. [1] та наведену там бібліографію). 
Перші дослідження задачі Коші для модельних систем таких рі-
внянь провела Г. П. Малицька у 2007 р., побудувавши ФРЗК та дослі-
дивши його основні властивості. Згодом, ці результати поширюються 
вже на ультрапараболічні системи Колмогоровского типу загаль-
нішого вигляду [2, 3]. У [4–6] розвинуто теорію задачі Коші для зага-
льного класу вироджених параболічних систем типу Колмогорова ве-
кторного порядку у просторах І. М. Гельфанда й Г. Є. Шилова та спе-
ціальних вагових просторах Лебега із [1]. 
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Нові класи вироджених параболічних рівнянь типу Колмогорова із 
параболічною за Шиловим частиною та коефіцієнтами, залежними лише 
від часу, означено в [7, 8]. Для таких рівнянь побудовано й досліджено 
ФРЗК та установлено коректну розв’язність задачі Коші з узагальненими 
початковими даними типу розподілів Жевре. Задача Коші для параболі-
чних за Шиловим систем із змінними коефіцієнтами вивчається у [9, 10]. 
У пропонованій роботі з’ясовуються умови на початкові розпо-
діли, за яких відповідні класичні розв’язки вироджених параболічних 
рівнянь типу Колмогорова із [7, 8] стосовно просторової змінної ма-
ють властивості, характерні для елементів просторів S чи типу S [11].  
Постановка задачі. Нехай  ,   — скалярний добуток у m ; 
1
1: m
lll
mz z z  , 11| | : | | | | mlll mz z z  , якщо mz  i ml  ; 
(0; ;00 : )  , (1; ;11: )   запис    , де   — деяке співвідношен-
ня, означає, що це співвідношення виконується для всіх відповідних 
координат векторів   i  , при цьому, якщо mq   i  , m     , то 
1 1
1: m m
qqq
mq q q
 

 , 11| | : | | | | mm      
  , 1| | : | |  
 
 — ска-
лярні величини. Припустимо, що n -вимірна просторова змінна х ск-
ладається із 1n -вимірної змінної 11 11 1( ; ; )nx x x  , 2n -вимірної змін-
ної 
22 21 2( ; ; )nx x x  , 3n -вимірної змінної 33 31 3( ; ; )nx x x  , тобто 
1 2 3( ; ; )x x x x , де 1 2,n n  i 3n  такі натуральні числа, що 1 2 3n n n   і 
1 2 3n n n n   . Якщо 1 2 3( ; ; )x x x x  і 1( ; ; )jj j jnx x x   — точки від-
повідно із n  i jn , то 
31: ( ; ; )j j jnx x x   ,   23 1: ( ; ; )j jnj nx x x   , 
  121 11 1: ( ; ; )nnx x x   , 21 11 1: ( ; ; )nx x x
  , 1 2 3( , ; ):x x x x  . Крім цьо-
го, позначимо  
  П : ; : ,m mM t x t M x     
і нехай 
   1 22 3 3 2 2 1; ; : ( 2 , , )t s s ts t s t           , 
   0 3 3 2 3; ; : ( ; ; ; , ; )t s t s s t         , 
1 2
, 1 2 3 1 2 2 3( 2 , , ):s t t t t                  
відповідно 1n , n  і 1n n  вимірні векторні величини, а S , S 

 i 
S 

  — простори типу S Гельфанда І. М. і Шилова Г. Є., де S — прос-
тір Л. Шварца [11];   — простір, топологічно спряжений з Ф. 
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Надалі вважатимемо, що індекси просторів S , S 

 i S 

  мають 
вигляд  1 2 3: ; ;       ,  1 2 3: ; ;       ,  , jnj j R    , де 

2 1:   , 3 1:   , 2 1: 
 
 i 3 1: 
 
. 
Розглянемо рівняння 
      (0; ]; ; 0, ( ; ) Пnt x TP t u t x t x     ,  (1) 
де    32
2 3 11 2
1 1
; : ; ,
j j
nn
x j x j x x
j j
P t x x A t i
 
          a  1; xA t i  — дифе-
ренціальний вираз за змінною 1x  з комплекснозначними коефіціє-
нтами залежними лише від t, причому неперервно, такий, що вираз  
1
; ,t xA t i    є  ,p h  -параболічним на множині 1(0; ]Пn T  у сенсі [12] 
із родом   та зведеним порядком 0p

.  
Задамо для рівняння (1) початкову умову 
    0; | , .tu t x f f S      (2) 
Означення. Розв’язком задачі Коші (1), (2) назвемо функцію u, 
яка на множині (0; ]Пn T  диференційована за змінною t, нескінченно ди-
ференційовна за x, задовольняє рівняння (1) у звичайному розумінні, 
а початкову умову (2) у сенсі збіжності в просторі  S   .  
У [7, 8] побудовано ФРЗК для рівняння (1) у вигляді  
   
     ,1, ; , ; , 0 , , ,
2 n
i y t n
nG t x y e x d t T x y

           
де  1Б ;t   — символ диференціального виразу  1; ,xA t i  а 
   0 ,, ( ; ; ) ,( ; ) : exp ; ( ; ; )tx t st x e Б s d    

             
  . 
Та досліджено основні властивості цього розв’язку, з яких, зокрема, 
випливає належність ( , ; , )G t x y  до простору *
*
S 

  стосовно кожної про-
сторової змінної x  i y  (при фіксованих решта змінних), де 
*1
1
n
 
    
0
1*
1 / , 0 ,
1 / , 0.
p
h
   
     
    
      
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Правильне таке твердження [7,8]: нехай початковий розподіл f є 
елементом простору  **S    тоді для відповідної задачі Коші (1), (2) 
існує єдиний, неперервно залежний від початкових даних розв’язок, 
який зображується формулою 
     (0; ]; , , ;0, , ( ; ) Пn Tu t x f G t x t x     (3) 
(тут кутовими дужками < ,> позначено дію узагальненої функції на 
основну). 
Задача полягає у знаходженні умов на узагальнену функцію f, за 
яких відповідний розв’язок (3) при кожному фіксованому t буде еле-
ментом простору S або того чи іншого простору типу S. 
Основний результат. Розглянемо класи S  , S

, S 

 i S  



  усіх 
узагальнених функцій f з  **S    такi, що:  
 ( ) ( ) | 0 0 :n n nk kF S f C k c                     
  ( ) 1 kk kcf        ; 
 0( ) ( ) | 0 0 0 :n n nF f C B c kS                        
  0| |( ) 1kk kcB kf        ; 
 ,( ) ( ) | 0 0 :n n nkF f C k cS                       1/| |,( )k kc ef        ; 
 ( ) ( ) | 0 0 0 :n n nF f CS c A k                          1/| | | |( ) kk kc A kf e           
(тут  F   — оператор перетворення Фур’є, а    : [ ]f F f  ). Про спів-
відношення між цими класами та приклади їх елементів див. у [6].  
Теорема. Нехай початковий розподіл  **f S     а u — відповід-
ний розв’язок задачі Коші (1), (2). Тоді якщо: 
а) f S    то  ;u t S   при кожному  0; ;t T  
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б) 
0
0 *,f S   
 
  то  
0
;u t S    при  0; ;t T  
в) 0 0 *,f S    
  
  то   *;u t S     при  0; ;t T  
г) 0
0
0 * 0 *, ,f S

      


   
   то   *
0
;u t S  

  при  0; ;t T  
Доведення теореми полягає у встановленні необхідних оцінок 
виразу  ;q kxx u t x  для всіх nx  i { , } nq k    при кожному фіксо-
ваному  0; .t T  
Безпосередньо із структури (3) розв’язку задачі Коші (1), (2), 
означення перетворення Фур’є узагальненої функції та регулярності 
функціонала  f  , одержуємо  
         ; 2 , ;0, ; , .
n
nq k q k
x xx u t x f F x G t x t x d          

  
Скористаємося тепер зображенням [6, c. 149] 
  ' ' ' ''' '' '' '''1 2 2 3 3 2 3 31 2 2 1' '' ''' '1 1 1 2, , , ( ) ( ) ( ) ( )l l r l r r rl l r lq tx У q l r               
   ''2 3''2 3 ( ; )r q lt x   L , nq  , { , } nx    , 
у якому 0j j j jq l r    

, a 
      321 2' '1 1 2 2 1 3 3 2 1; .2
q
qqq
t
tx x x t x t                

L  
Тоді  
       3| | | |; 2 , , ,n l rq kx tx u t x У q l r i        
      , , ( ; ) , ;0, ; , ,
n
l r q l k
t xf F x G t x t x d
             L  
де  
' ' ' ' ''' '' '' ''' '' ''
1 2 2 3 3 2 3 3 2 3 3 31 2 2 1 2 2
' '' ''' ' '' ' ''
31 1 1 2 2 2 2
, , : .l l r l r r r r rl l r l r rl r          
                   
Звідси, зінтегрувавши частинами інтеграл та урахувавши оцінку 
      1/ ***| | | | | |; , ;0, ; , k qq k k qt xF x G t x t x cA D k q e              
  
L  
(тут оціночні сталі не залежать від , , i  k q x  ), яка одержується безпосе-
редньо із властивостей ( , ;0, )G t x о , встановлених у [7, 8], дістаємо 
    **| | | | ( ); У , , , ( )k q lq k k q lx tx u t x сA k q l r D q l         
     1/ *| |, , , 0; , , , .
n
l r n ne d t T xf q k
        
 

   
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Нехай тепер ,f S   тоді  
   
     
* *
1/ *
| | | | ( )
,
| |
; , , , ( )
1 , 0; , , , ,k
n
k q l q lq k k
x t l r
n n
x u t x сA k У q l r c D q l
e d t T x q k


  

 
 

 


   
      
 
 
 

   
і, таким чином, виконання твердження а) встановлено. 
Якщо 
0
0 *,f S   
 
 то для    0; , , , ,n nt T x q k      
   
   
* 0*
1/ *
00
| | | | ( )
| | | |
; У , , , ( )
1 У , , , .
n
k q lq k k q l l
x t
q q
k t
x u t x сA k q l r D q l l
e d c B q q l r

  
   

  
 
 
 

  
  


 
  


 

 
Звідси, урахувавши оцінку [6, c. 151] 
  31 2 | |2| | | | | |У , , , 2 3 4 ,qq q qt q l r T     
приходимо до твердження б). 
У випадку, коли 0 0 *,f S    
  
 то  
   
     
**
1/ 0
*
| | | | ( )
, 2
| |
; У , , , ( )
; , 0; , , , .
n
k q lq k k q l
x t l
k k n n
x u t x сA k q l r D q l c
e d с q t A k t T x q k
  
  


 
 
 


  
   


 
 



   
Таким чином, твердження в) також виконується. 
Нехай 0
0
0 * 0 *, ,f S

      


   
 тоді для всіх  0; , nt T x   і 
 , nq k    маємо 
    **
1/ 0
0 0*
| || | | | ( )
2 2
| | | |2
; , , , ( )
.
n
lk q lq k k q l
x t
qkl k q
x u t x сc A k У q l r D A q l
l e d сA B k q

  
   


 
  
 

  
 


 
 
  


 
(тут оціночні сталі не залежать від ,x q  i k). 
Теорема доведена. 
Висновок. Якісна характеристика гладкості класичного розв’яз-
ку коректно поставленої задачі Коші для вироджених параболічних 
рівнянь типу Колмогорова істотно залежить від властивостей почат-
кового розподілу цієї задачі. 
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